gymnasiumiiesial

Maturitatsprifungen 2015 - Mathematik schriftlich

Klassen: 4A, 4A(W), 4Ba, 4Bb (FrC, HrP. PrG)

Prifungsdauer: 4h

Erlaubte Hilfsmittel: CAS-Taschenrechner im Press-To-Test-Modus mit Anleitung
und gegebenenfalls nicht-Grafik/CAS-fahiger Taschenrechner
Formelsammlung.

Bemerkungen: Beginnen Sie jede Aufgabe auf einem neuen Blatt.
Die Arbeit mit dem Taschenrechner muss dokumentiert sein.
Bei jeder Aufgabe steht die maximale Punktzahl.

Aufgabe 1 - Vektorgeometrie (12 Punkte)

Gegeben sind die Kugel K mit dem Mittelpunkt M (5| —2|0) und dem Radius r = 9 sowie die beiden
Punkte A(13| —1|4) und B(8|4/6).

(a) Losen Sie folgende Teilaufgabe ohne Einsatz der CAS-Funktionen des Taschenrechners.

Weisen Sie nach, dass die beiden Punkte A und B auf der Kugeloberflache K liegen und kléaren
Sie ab, ob der Ursprung auf, innerhalb oder ausserhalb der Kugel mit der Oberflache K liegt.
(1.5P)

(b) Es soll ein Kanal mit vernachldssigbarem Durchmesser von A nach B durch die Kugel K gebohrt
werden. Bestimmen Sie denjenigen Punkt D innerhalb dieses Kanals, welcher dem Kugelmittel-
punkt M am nachsten liegt. Wie gross ist dieser Abstand d? (2P)

(c) Bestimmen Sie die kiirzeste Entfernung b zwischen den Punkten A und B, wenn man sich aus-
schliesslich auf der Kugeloberflache bewegt. (2.5P)

(d) Losen Sie folgende Teilaufgabe ohne Einsatz der CAS-Funktionen des Taschenrechners.

Bestimmen Sie die gegenseitige Lage der Kugel K und der Geraden gp,, welche durch die beiden
Punkte P(1|4|5) und Q(3|4|7) verlauft. Geben Sie allfallige Schnittpunkte von K und gp, an.
(2.5P)

Gegeben sind nun ein weiterer Punkt C(1|2|7), der ebenfalls auf der Kugeloberflache K liegt, und die
Ebene E : x — y + 5z = 34, in welcher die Punkte A, B und C liegen.

(e) Berechnen Sie den Flacheninhalt des Dreiecks ABC. (1P)

(f) Bestimmen Sie den Mittelpunkt F und den Radius f des Schnittkreises s von Ebene E und
Kugel K. (2.5P)
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Aufgabe 2 - Stochastik (12 Punkte)

lhre Mathematiklehrkraft hat zum Thema Wahrscheinlichkeitsrechnung 8 leichte, 8 mittelschwere und
8 schwierige Standardaufgaben, aus denen sie fiir eine Prifung jeweils 5 verschiedene Aufgaben
zufallig auswahlt.

Beachten Sie fir alle folgenden Aufgaben, dass zwei Priifungen, welche gleiche Aufgaben in unter-
schiedlichen Reihenfolgen beinhalten, als identisch zu betrachten sind.

(a) Wie viele verschiedene Priifungen lassen sich insgesamt erstellen? (1P)

Die Prufungen Ihrer Mathematiklehrkraft bestehen jedoch immer aus einer leichten Aufgabe, zwei
mittelschweren Aufgaben und zwei schwierigen Aufgaben, aus denen sie jeweils flir eine Prifung
insgesamt 5 verschiedene Aufgaben zufallig auswahlt:

Aufgabe | Schwierigkeitsgrad
1 leicht

2 mittelschwer
3 mittelschwer
4 schwierig
5 schwierig
(b) Wie viele verschiedene solche Priifungen lassen sich erstellen? (1PR)

Die Priifungsnote ergibt sich aus der Anzahl richtig geloster Aufgaben plus Eins. Durchschnittlich be-
gabte Schilerinnen und Schiler |16sen leichte Aufgaben immer richtig, im Mittel aber nur drei Viertel
der mittelschweren Aufgaben. Die schwierigen Aufgaben gelingen ihnen durchschnittlich nur in ei-
nem Viertel der Falle.

Die folgenden Aufgaben beziehen sich nun auf die Gruppe dieser durchschnittlich begabten Schiile-
rinnen und Schiler.

9
(c) Zeigen Sie, dass die Wahrscheinlichkeit, eine Note 6 zu erhalten ﬁ betragt. (1PR)

(d) Wie viele Schiilerinnen und Schiiler missten eine solche Priifung mindestens absolvieren, bis
die Wahrscheinlichkeit, dass im Minimum ein Schiiler oder eine Schilerin die Note 6 erreicht,
mindestens 90% betragt? (1.5P)

(e) Stellen Sie die vollstandige Wahrscheinlichkeitsverteilung der Noten 1 — 6 in einer Tabelle dar.
(3P)

(f) Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit fiir eine genligende Note (mindestens eine 4)? (1P)

(g) Mit welcher Note kdnnen die durchschnittlich begabten Schilerinnen und Schiler im Mittel rech-
nen? (1PR)

(h) Wenn die Schilerinnen und Schiiler mehr Aufwand in die Prifungsvorbereitung stecken wiir-
den, wiirden Sie nicht nur die leichten Aufgaben immer richtig I6sen, sondern auch alle mittel-
schweren Aufgaben.

Wie gross muss die Erfolgsrate bei den schwierigen Aufgaben sein, damit man im Mittel mit
einer Note 5.0 rechnen kann? (2.5P)
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Aufgabe 3 - Analysis (12 Punkte)
Wir betrachten die Funktionenschar f;.(x) = x - e KX (x >0und k> 0).

Die Berechnungen in dieser Aufgabe sind vollstindig ohne den Einsatz der CAS-Funktionen des Ta-
schenrechners auszufiihren. Die entsprechenden Zwischenschritte miissen dokumentiert werden.

(a) Skizzieren Sie die Graphen der Funktion fir k = 0.5 und k =1 (also f; 5(x) und f;(x)). Verwen-

den Sie dabei auf der x-Achse den Bereich von 0 < x < 5 und auf der y-Achse den Bereich von
0 bis 1 und eine Auflésung von 4 Hauschen pro Einheit. (1.5P)

(b) Bestimmen Sie alle Nullstellen. (1P)

(c) Beweisen Sie, dass an der Stelle x = 0 alle Kurven der Schar dieselbe Steigung besitzen. Wie
gross ist diese Steigung? (1.5P)

(d) Beweisen Sie, dass es fiir jeden Wert von k nur einen Hochpunkt gibt. Bestimmen Sie seine
Koordinaten in Abhangigkeit von k. (3P)

(e) Berechnen Sie die Gleichung der Kurve (Ortskurve), auf der sich das Maximum bewegt, wenn
man den Wert von k andert. (1PR)

Fir die folgende Teilaufgabe sei nun k = 1. Wir betrachten den Rotationskdrper, der entsteht, wenn

der Graph von f;(x) um die x-Achse rotiert. Dieser Rotationskérper hat auf der x-Achse eine unend-
liche Ausdehnung und sein Volumen ist durch

o0 o0
V= nf (f1(0))?dx = nf x%e > dx
0 0
gegeben.

(f) Berechnen Sie dieses Volumen ohne Verwendung der fertigen Formeln der FoSa auf Seite 74.
(4P)
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Aufgabe 4 - Analysis (12 Punkte)

Wir betrachten die folgenden Funktionen und deren Graphen G, und G:

£(x) __x4+4
= "
g(x) =x2—-9

(a) Diskutieren Sie ausfiihrlich und in dieser Teilaufgabe klar erkennbar von Hand ohne Einsatz der
CAS-Funktionen des Taschenrechners den Graphen G der Funktion f(x). Untersuchen Sie dazu
den Graphen in Hinblick auf die folgenden Aspekte: (7P)

i. Erste drei Ableitungen f'(x), f”(x), f"'(x),
ii. Definitionsbereich D,
iii. Symmetrie bezliglich der y-Achse, respektive des Koordinatenursprungs,
iv. Schnittpunkte von Gy mit den Koordinatenachsen,
v. Definitionsliicken und deren Art, sowie das Vorzeichenverhalten,
vi. Verhalten im Unendlichen, d.h. Gleichungen der Asymptoten,
vii. Extremalpunkte und deren Art,
viii. Wendepunkte.

(b) Berechnen Sie den Inhalt der endlichen Flache A zwischen den Graphen Gf und Gg in der rechten
Halbebene. (2P)

(c) Welcher Punkt auf dem Graphen G, liegt dem Punkt P(1]1)am nachsten? (3P)
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Aufgabe 5 - Kurzaufgaben (12 Punkte)

Diese Aufgabe besteht aus zwei voneinander unabhangigen Teilaufgaben.

(a) Folgen und Reihen
Gegeben seien das vierte, das flinfte und das siebente Glied, a; = 0.2, a5 = 0.04 und
a, = 0.0016, einer reellen Zahlenfolge (a,,).

i. Zeigen Sie, dass es sich bei der Folge (a,,) um eine geometrische Folge handeln kann.
Geben Sie fir diesen Fall die rekursive und die explizite Bildungsformel fir die Folge (a,,)

an. (2P)

ii. Welches Folgenglied ist erstmals kleiner als 10792 (1P)
oo

iii. Erklaren Sie, warum die unendliche Summe Zak einen endlichen Wert annimmt. Geben
k=1

Sie diesen Grenzwert a an. (1P)

iv. Beweisen Sie die Formel fiir die n-te Partialsumme einer Geometrischen Reihe

n

1_ n

S, = Zak =ay- 1 _qq , ¢ # 1 allgemein mittels vollstandiger Induktion. (2PR)
k=1

(b) Komplexe Zahlen

Diese Aufgabe ist ohne Hilfe des CAS zu Iésen.

Gegeben sei die Funktion f : C — C mit der Funktionsgleichung f(z) = 22+ /31
Gesucht sind die Fixpunkte dieser Funktion in der Forma+b-i, a,b € R.

Fur die volle Punktzahl wird eine exakte LOsung ohne Verwendung von Polarkoordinaten erwar-
tet. (6P)
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Aufgabe 5 - Kurzaufgaben (12 Punkte)

Diese Aufgabe besteht aus drei voneinander unabhangigen Teilaufgaben.

(a) Folgen und Reihen
Gegeben seien das vierte, das flinfte und das siebente Glied, a, = 0.2, a5 = 0.04 und
a, = 0.0016, einer reellen Zahlenfolge (a,).

Zeigen Sie, dass es sich bei der Folge (a,,) um eine geometrische Folge handeln kann.

Geben Sie fur diesen Fall die rekursive und die explizite Bildungsformel fiir die Folge (a,,)
an. (2P)
Welches Folgenglied ist erstmals kleiner als 10792 (1P)

(e0)

iii. Erklaren Sie, warum die unendliche Summe Zak einen endlichen Wert annimmt. Geben

k=1
Sie diesen Grenzwert a an. (1P)

iv. Beweisen Sie die Formel fiir die n-te Partialsumme einer Geometrischen Reihe

n

1_ n

Sp = Zak =ay- 1 _c; , ¢ # 1 allgemein mittels vollstéandiger Induktion. (2P)
k=1

(b) Trigonometrie

Berechnen Sie fiir alle moglichen Dreiecke ABC mit den Seiten a = 6.6 und b = 10.4 sowie
dem Winkel a = 35° die fehlende Seite und die fehlenden Winkel. (2P)

Bestimmen Sie nun die Lange der Seite a, a < b so, dass das Dreieck ABC eindeutig wird.
(1P)

(c) Exponentialproblem

Fiur das Verstandnis biologischer Prozesse aber auch fur Taucher ist es wichtig, die Helligkeit in
verschiedenen Wasserschichten von Gewassern zu kennen. Misst man an der Wasseroberfla-
che eine Helligkeit Hy, so beobachtet man mit zunehmender Wassertiefe d eine exponentielle
Abnahme dieser Helligkeit: H(d) = H - e "4 Dabei ist A ein Mass fiir die Lichtdurchlassigkeit
des entsprechenden Gewassers und wird im Wesentlichen durch die Anzahl und Beschaffenheit
organischer und anorganischer Schwebeteilchen im Wasser bestimmt. Im Allgemeinen wird A
selber von der Wassertiefe aber bspw. auch von der Jahreszeit und anderen Faktoren abhangen.
Betrachten Sie jedoch fiir die jeweilige Fragestellung A in grober Naherung als konstant.

Im Gewasser A misst man in einer Wassertiefe von einem Meter eine Abnahme der Hellig-
keit von 18% im Vergleich zur Helligkeit an der Wasseroberflache. Bestimmen Sie A, dieses
Gewaéssers. (1PR)

. Fiir Gewasser B gilt Az = 0.24m™ . In welcher Tiefe herrscht noch 1% der Helligkeit an der

Wasseroberflache? (1P)

Berechnen Sie die Helligkeit in Prozent der Helligkeit an der Oberflache in einer Tiefe von
15 Metern des Gewassers C mit Ao = 0.21m™ ",
Begriinden Sie stichhaltig, welches der beiden Gewasser B und C triber ist. (1P)
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