gymnasiumiiestal

Maturitatsprifungen 2012 - Mathematik schriftlich

Klassen: 4(B)M, 4GL, 41, 4LW, 4LZ, 4S, 4SW, 4Wa, 4Wb 4Wa
Prifungsdauer: 4 h
Erlaubte Hilfsmittel: - Formelsammlung "Fundamentum" (nur Markierungen erlaubt)

- Taschenrechner und -handbuch
(T1-89, Tl Voyage 200, Tl Nspire und auch nicht CAS-fahiger Rechner)

Die Priifung besteht aus flinf grossen Aufgaben 1-5, wobei jede mit total 12 Punkten gewichtet ist.
Jede dieser Aufgaben umfasst mehrere Teilaufgaben, deren Punktzahlen jeweils in Klammern auf-
gefiihrt sind.

Beginnen Sie jede Aufgabe 1-5 mit einem neuen Blatt.

Ilhre Losungswege (inkl. Taschenrechnerbefehle) miissen nachvollziehbar dokumentiert werden.

Viel Erfolg wiinschen Thomas Blott, Pascal Hauser, Andreas Kilberth, Dennis Kriiger,
Mattieu Penserini, Gérald Prétot, Raphael Ugolini und Beat Zemp.

1. Vektorgeometrie

Gegeben sind die drei Punkte A(-2|-1|1), B(1]3|0) und C(5|-5|-3), sowie die Geraden

4 1 -6 2
g: r=|0|+t-|-3| und h: r=| 2 |+s-|1
6 -2 -6 4

Berechnen Sie:

a) die Koordinatengleichung der Ebene E durch die Punkte A, B, C und zeigen Sie, dass die Ge-
raden g und h einander im Punkt S(2|6]|10) schneiden. (3P)

Hinweis: Falls Sie kein Resultat aus a) erhalten haben, rechnen Sie fiir die folgenden Teilaufgaben
mit der Ersatzlosung E: 4x -y + 8z - 1= 0.

b) die Koordinaten des Punktes S*, den man durch Spiegelung von S an der Ebene E erhéalt. (3P)

c) das Volumen der Doppelpyramide ABCSS* mit der Grundflache ABC und den beiden Spitzen
Sund S*. (3P)

d) den Neigungswinkel a der Pyramidenkante BS gegentiber der Grundflache ABC und den spit-
zen Schnittwinkel § der Pyramidenseitenflaiche BCS mit der Grundflache ABC. (3P)
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2. Differential- und Integralrechnung

Hinweis: Fiir alle Teilaufgaben sind Endresultate auf 4 Nachkommastellen zu runden.

Gegeben ist die Funktion f(x) = ix3 —lx2 +lx.

40 5 10
a) Berechnen Sie die vollstandigen Koordinaten aller Hochpunkte des Graphen von f. (2P)
b) Finden Sie diejenigen Stellen, flr welche f die Steigung 2 besitzt. (1P)

c) Hinweis: Fiir die volle Punktzahl muss diese Teilaufgabe vollstindig ohne Taschenrechner
gelost werden.
Berechnen Sie alle Nullstellen von f. (2P)

d) Die Funktion f schliesst fur x > 0zwei Flachenstlicke mit der x-Achse ein. Um welchen Faktor
ist das grossere Flachenstlick grosser als das kleinere Flachenstiick? (2P)

Fir die folgenden Betrachtungen ersetzen wir den Koeffizienten % durch einen reellen Parameter

t > 0 und verallgemeinern auf diese Weise unsere Funktion f(x) :%xe’ —%xz +%x zu einer Funk-
1 1

tionenschar f(x)=t x® - =x?*+—x.
5 10

e) Berechnen Sie alle Wendestellen der Funktionenschar f, . (2P)

f)  Fur die folgende Teilaufgabe betrachten wir die Funktionenschar f,(x) sowie die Parabel mit
der Gleichung g(x) =0.1-(x—10)* —2. Bestimmen Sie t so, dass der Abstand d zwischen dem

1 1 2
15t | 150t 3375 t°
f, minimal ist und berechnen Sie diesen Minimalabstand. (3P)

Scheitelpunkt der Parabel g und dem Wendepunkt W { J der Funktion
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a)

b)

c)

e)

f)

g)

)]

a)

Gebrochen-rationale Funktionen

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = 4Xg4 .
X
Wo schneidet der Graph von f die x- bzw. y-Achse? (1P)

Bestimmen Sie ohne den Taschenrechner zu verwenden entweder rechnerisch oder mit Hilfe
einer prazisen Begriindung in Worten alle Polstellen und Asymptoten des Graphen von f. (1P)

Zeigen Sie ohne den Taschenrechner zu benutzen, dass der Graph von f weder punktsymmet-
risch zum Koordinatenursprung noch achsensymmetrisch zur y-Achse ist. (1P)

Zum Erreichen der gesamten Punktzahl muss diese Teilaufgabe vollstandig per Hand gelost
werden: Berechnen Sie alle Schnittpunkte S(xg| ys) des Graphen von f mit dem Graphen von

g(x)=x"2. (1.5P)

Ermitteln Sie die Gleichung der Tangenten an den Graphen von f an der Stelle x = 3. (1.5P)

Zeigen Sie ohne Taschenrechner, dass F mit F(x) = %—i eine Stammfunktion von fist! (1P)
X~ X

Wie muss die Stelle k gewahlt werden, damit die Flache, die im 1. Quadranten vom Graphen

von f, der x-Achse und der vertikalen Geraden bei x = k eingeschlossen wird, den Inhalt 0.5
(Flacheneinheiten) besitzt? (1P)

Rekonstruktion von gebrochen-rationalen Funktionen

Bestimmen Sie fur die beiden Falle a, und a, die Gleichung einer Funktion f, und f,, deren
Graph im Prinzip wie abgebildet verlauft! (2P)

Hinweis: Die gestrichelten Linien auf den Abbildungen stellen Polstellen bzw. Asymptoten dar.
Der Graph entspricht der durchgezogenen Kurve.

y“ y \

— —
31) 1 X X

Geben Sie (falls moglich) die Gleichung einer gebrochen-rationalen Funktion fiir Aufgabe b,
und b, an! Falls keine gebrochen-rationale Funktion mit den gewtinschten Eigenschaften exis-
tiert, begriinden Sie dies bitte kurz und prazise.

b,) Der Graph der Funktion f; weist eine Polstelle ohne Vorzeichenwechsel von Minus Unend-
lich zu Minus Unendlich an der Stelle x = —4 auf und besitzt die waagerechte Asymptote
Y= 2. (1 P)

b, ) Der Graph der Funktion f, hat eine Polstelle bei x = 5 und ist achsensymmetrisch zur
y-Achse. (1P)
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a)

c)

Kombinatorik und Wahrscheinlichkeitsrechnung

Ein Unternehmen nutzt zur Entscheidung Gber die Einstellung von neuen Mitarbeitern einen
Intelligenztest. Bei diesem Test stehen 4 Umschlage zur Verfligung: In 2 Umschlagen befindet
sich jeweils eine mathematische Knobelaufgabe, in einem Umschlag eine Textverstandnisauf-
gabe und in einem Umschlag ein Fragebogen zum Allgemeinwissen. Eine Bewerberin schatzt,
dass sie den Fragebogen zum Allgemeinwissen mit 80%iger Wahrscheinlichkeit richtig 10st.
Bei den beiden anderen Themengebieten schatzt sie ihre Erfolgswahrscheinlichkeit auf je 70%.

Man geht davon aus, dass die Bewerberin ihre Erfolgswahrscheinlichkeit realistisch ein-
schatzt. Sie muss zuerst einen der 4 Umschlage zufallig auswahlen und anschliessend die ent-
sprechende Aufgabe l6sen.

a,) Mit welcher Wahrscheinlichkeit zieht die Bewerberin den Fragebogen zum Allgemeinwis-
sen und lést ihn richtig? (1P)

a,) Mit welcher Wahrscheinlichkeit besteht sie den Intelligenztest nicht? (1.5P)

Das Unternehmen bietet die Moglichkeit an, ein Schnupperpraktikum durchzufiihren. Darauf-
hin erhalt es Bewerbungen von 25 Schilerinnen und 20 Schilern. 10 Bewerbungen sollen
ausgewahlt und die Personen zu einem kurzen Interview eingeladen werden. Eine Angestellte
schlagt der Personalabteilung vor, die Auswahl zuféllig vorzunehmen.

b,) Auf wie viele Arten kann man aus 45 Bewerbungen zehn auswahlen, wenn das Ge-
schlecht keine Rolle spielt? (1P)

b,) Auf wie viele Arten kann man dies tun, wenn unter den ausgewahlten Bewerbern 6 Schii-
lerinnen und vier Schiiler sein sollen? (1P)

Nachdem 6 Schiilerinnen und 4 Schiiler zufallig ausgewahlt wurden, sollen diese nun zum
Interview eingeladen werden.

b;) Wie viele verschiedene Reihenfolgen gibt es, die 10 Personen nacheinander einzuladen,
wenn das Geschlecht keine Rolle spielt? (1P)

b,) Wie viele verschiedene Reihenfolgen gibt es, wenn Personen gleichen Geschlechts nach-
einander interviewt werden sollen? (2P)

Das Unternehmen sucht auch neue Mitarbeiter fiir die Marketingabteilung. Aus Erfahrung
weiss das Unternehmen allerdings, dass nur 40% aller Bewerbungen den gewiinschten An-
forderungen (Qualifikation, Berufserfahrung usw.) entsprechen. Hier sollen 6 Bewerbungen
zufallig ausgewahlt werden.

c,) Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass unter 6 ausgewahlten Bewerbungen genau 4
den gewtlinschten Anforderungen entsprechen? (1.5P)

c,) Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass unter den 6 ausgewahlten Bewerbungen min-
destens 4 den gewlinschten Anforderungen entsprechen? (2P)

c;) Die Angestellte aus der Personalabteilung behauptet: Wenn wir 2 Bewerbungen auswah-
len wiirden, dann ware die Wahrscheinlichkeit, dass sich darunter mindestens eine Per-
son mit den gewiinschten Anforderungen befindet, zweimal 40%, also 80%. Uberpriifen
Sie diese Aussage und begriinden Sie Ilhre Antwort. (1P)
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5. Wirtschaftsaufgabe

Allgemeine Hinweise:

Sie kénnen fiir die Bearbeitung der Aufgaben den Taschenrechner nutzen. Bei den meisten
Teilaufgaben kéonnten Sie jedoch von Hand deutlich schneller bei der Losung voranschreiten,
als mit dem Rechner. Bearbeiten Sie die Teilaufgaben a) bis h) in der vorgesehenen
Reihenfolge, da sie inhaltich zum Teil aufeinander aufbauen.

Ein Unternehmen lasst sich zu seiner Produktionsoptimierung beraten. Nach einer
eingehenden Analyse des Betriebes ermittelt die Unternehmensberatung folgende
Charakterisierungen der Ausgangslage:

e Gegeben ist eine Grenzkostenfunktion des Unternehmens ohne Berlcksichtigung der

1 . . . .
Steuern von y{((x)zz Geldeinheiten pro Mengeneinheiten.

e Die Fixkosten belaufen sich beim Betrieb auf genau % Geldeinheiten.

e Die Nachfrage wird bestimmt durch die Funktion yy(Xx)=— %x+2.

e Die Steurrate r in Geld- pro Mengeneinheiten kann in einer guten Modellierung als

. 1
konstant angenommen werden mit r:E.

a) Bestimmen Sie die Gleichung des Gesamtgewinns yg (X) mit Bertlicksichtigung der Steuern.

(1.5P)
Hinweis: Falls Sie diese Aufgabe nicht bearbeiten konnten, rechnen Sie mit der
Ersatzlosung Yo, (X) =- %xz +%x—§ im Folgenden weiter.

b) Geben Sie dasjenige Mengenintervall I = [ Xy tanq5 Xgnge]  der produzierten Guter an, bei dem

das Unternehmen keinen Verlust macht. (1P)
¢) Angenommen Sie wiirden als mathematischer Berater dieses Unternehmens hinzugezogen

werden. Geben Sie mit einer prazisen mathematischen Begriindung die Grosse derjenigen
Produktionsmenge x,, an, die das Unternehmen lhrer Meinung nach herstellen sollte. (1.5P)

Hinweis: Falls Sie diese Aufgabe nicht bearbeiten konnten, rechnen Sie mit der

Ersatzlosung xy = %5 Mengeneinheiten im Folgenden weiter.

d) Wie gross wire in diesem Fall der Gewinn G des Unternehmens und wie gross waren die ab-
zufihrenden Steuern R an den Staat? (1P)

(die Aufgabe wird auf Seite 6 fortgesetzt)
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e)

f)

Fir die volle Punktzahl ist diese Aufgabe von Hand zu I6sen:
Wie gross ist bei der Produktionsmenge x,, die Elastizitat der Nachfrage? (1.5P)

Hinweis: Die Elastizitdt ¢y (x) der Nachfrage ist definiert durch die Gleichung
Yn (%) 1
X yn (X)

en(x) =

Formulieren Sie prazise in Worten, was der erhaltene Wert der Elastizitdt aus der vorigen Auf-
gabe konkret aussagt und beurteilen Sie, ob es sich beim Unternehmen um eine Produktions-
statte von Butter handeln konnte. (2P)

Auf Grund der aktuell eingeschatzten Wirtschaftsentwicklung wird sich die Nachfrage in den
nachsten beiden Jahren verandern. Die Nachfrage ergibt sich neu durch den Funktionstyp mit

der Gleichung yy(x) = a-x? +b. Dabei sind a und b als Parameter zu verstehen.

¢)

h)

Begriinden Sie mit einer prazisen Formulierung, welche sinnvollen Werte die Parameter a und
b in der neuen Nachfragefunktion annehmen durfen. (1.5P)

Hinweis: Die Bearbeitung dieser Teilaufgabe von Hand kann sich evtl. als Vorteil erweisen.
Welche Menge x misste produziert werden, wenn die Nachfrage in Zukunft fliessend sein

soll? (2P)
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