gymnasiumiiestal

Maturitatspriifungen 2011 — Mathematik schriftlich
Klassen: 4A, 4Ba, 4Bb (Lf, Gt, Hn)

Prifungsdauer: 4h

Erlaubte Hilfsmittel: ~CAS-Taschenrechner mit Anleitung.
Formelsammlung.

Bemerkungen: Beginnen Sie jede Aufgabe auf einem neuen Blatt.

Die Arbeit mit dem Taschenrechner muss dokumentiert sein.
Bei jeder Aufgabe steht die maximale Punktzahl.

Analysis (12 Punkte)

k2 @
1. Gegeben ist die Funktionsschar fi(z) = (? - x> ek, keRT.

(a) Bestimmen Sie von Hand die Nullstellen der Funktionen fi(x) sowie die Schnitt-

punkte der Graphen von fi(z) mit der y-Achse. (2P.)
(b) Bestimmen Sie die Gleichung der Geraden gi(x), die den Graphen von fi(z) auf
den Koordinatenachsen schneidet. (2P.)
(c) Bestimmen Sie ohne Taschenrechner k so, dass die Gerade g (z) senkrecht auf dem
Graphen von fi(x) steht. (4P.)
(d) Berechnen Sie den Flacheninhalt der von den Graphen von gs(z) und fa(z) einge-
schlossenen Fliche. (2P.)

(e) Der Graph von fi(z) begrenzt im 1. Quadranten mit der z-Achse eine Fliache A.
Die Gerade gi(z) teilt A in zwei Teilflichen. Kann man k& so wéhlen, dass die
Flacheninhalte dieser beiden Teilflachen gleich gross sind? (2P.)
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Vektorrechnung (12 Punkte)

2. Gegeben sind zwei Geraden a und g und ein Punkt P:

6 1 18 2
a:r=112 | +¢t-[ 2 |, g: 7= =15 | +t- 1|, P(-8|20[14)
24 2 0 -2

a ist die Achse eines geraden Kreiszylinders der Hohe h = 48. Der gegebene Punkt P
liegt auf der Kreislinie, welche die Deckflache des Zylinders begrenzt.

(a) Beweisen Sie, ohne den Taschenrechner zu bentitzen:

i. P liegt nicht auf a. (1P.)

ii. Die Gerade g steht windschief zur Geraden a. (1P.)

(b) Berechnen Sie das Volumen des Zylinders. (2P.)
(c) Stellen Sie die Koordinatengleichung der beiden Ebenen auf, in welchen der Grund-
kreis bzw. der Deckkreis des Zylinders liegen. (3P.)

Beachten Sie: Der Grundkreis liegt tiefer als der Deckkreis. Zeigen Sie, dass dies
bei Ihrer Losung der Fall ist.

(d) Beweisen Sie, dass die gegebene Gerade g die Kreiszylinderflache mit der Achse a,
auf welcher der Punkt P liegt, beriihrt. (2P.)

(e) Bestimmen Sie die Koordinatengleichung der Tangentialebene des Zylinders, wel-
che g enthilt, und kontrollieren Sie Thr Resultat, indem Sie den Abstand irgend
eines Punktes der Geraden a von dieser Tangentialebene berechnen. Was muss sich
namlich ergeben? (3P.)

Analysis (12 Punkte)

2 2
— 3tx + 2t
3. Gegeben ist die Funktionsschar f;(z) = ac?)—x—i—’ teR.
-z

(a) Bestimmen Sie fiir alle Graphen von f;(z) die Nullstellen, Pole und Asymptoten.

Tipp: Sonderfille beachten! (4P.)
(b) Ist es moglich, ¢ so zu wéhlen, dass der Graph von f; die x-Achse beriihrt? (1P.)
(c) Fiir welche Werte von ¢ hat der Graph von fi(x) kein lokales Extremum? (2P.)

(d) Der Graph von fi(x) schliesst im 1. Quadranten mit der z-Achse eine Fléche ein.
Bestimmen Sie deren Flacheninhalt ohne Taschenrechner. (3P.)

(e) Berechnen Sie den Inhalt der Fliche, die vom Graphen der Funktion fi(z), der
Asymptoten, der Geraden mit der Gleichung x = 3 sowie der z-Achse im 1. Qua-
dranten begrenzt wird. (1P.)

(f) Die in (d) genannte Flidche rotiert um die a-Achse. Bestimmen Sie das Volumen
des entstehenden Rotationskorpers. (1P.)
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Wahrscheinlichkeitsrechnung (12 Punkte)

4. Ein Gliicksrad ist in drei Sektoren geteilt, von denen einer schwarz, einer weiss und einer
griin gefarbt ist. s, w und g bezeichnen die Wahrscheinlichkeiten, dass beim Drehen des
Rades Schwarz bzw. Weiss bzw. Griin erscheint. Fiir die ganze Aufgabe wird g = 2w
vorausgesetzt.

(a) Das Rad wurde zwdlfmal gedreht; dabei erschien Griin siebenmal, Weiss dreimal

und Schwarz zweimal. Auf wieviele Arten kann dieses Ereignis eintreten? (1P.)
(b) Welche Werte sind aufgrund der Voraussetzung g = 2w fiir w moglich? (1P.)
(c) w sei 1. Das Rad wird dreimal gedreht. Mit welcher Wahrscheinlichkeit erscheint

jede Farbe einmal? (1P.)
(d) w sei i. Das Rad wird viermal gedreht. Mit welcher Wahrscheinlichkeit erscheint
jede Farbe mindestens einmal? (2P.)

(e) w sei 1. Das Rad wird zwolfmal gedreht. Mit welcher Wahrscheinlichkeit erscheint

Weiss mindestens dreimal? (1P.)
Bei den folgenden Teilaufgaben (f) und (g) spielen s und w keine Rolle, kommen also
in der Losung nicht vor.

(f) Das Rad wird dreimal gedreht. Mit welcher Wahrscheinlichkeit erscheint Griin
genau einmal? Fir welchen Wert von ¢ ist diese Wahrscheinlichkeit maximal?
Diese Teilaufgabe ist ohne Taschenrechner zu losen. (3P.)

(g) Ein Gliicksspiel: der Spieler hat einen Einsatz von 1 Fr. zu bezahlen, dann wird das
Rad dreimal gedreht. Erscheint Griin nie, hat der Spieler seinen Einsatz verloren.

Erscheint Griin genau ¢ mal, so erhélt der Spieler seinen Einsatz zurilick und dazu
i Fr. als Gewinn, 7 € {1,2,3}. Fiir welchen Wert von ¢ ist das Spiel fair? (3 P.)
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Kurzaufgaben (12 Punkte)

5. Diese Aufgabe besteht aus zwei voneinander unabhéngigen Teilaufgaben.

(a) Herr Mustermann leidet an einer chronischen Erkrankung. Sein Arzt verschreibt
ihm deshalb Tabletten & 50 mg Wirkstoff. Der Abbau des Wirkstoffes kann tiber
einen exponentiellen Zerfall angenahert werden. Die Halbwertszeit des Wirkstoffes
betragt 5 Tage. (6P.)

i. Herr Mustermann {iiberlegt sich, 8 Tabletten auf einmal zu schlucken. Wie
viele mg des Wirkstoffs wéaren so nach 8 Tagen noch im Koérper?
ii. Sein Arzt rat ihm natiirlich dringendst von dieser Idee ab und verschreibt ihm
eine Tablette pro Tag zu sich zu nehmen.
A. Wie viel Wirkstoff sind bei der taglichen Einnahme einer Tablette direkt
nach dem Einnehmen der 8. Tablette im Korper?
B. Die optimale Dosis, um die Erkrankung zu lindern, betragt 300 mg. Nach
FEinnahme der wievielten Tablette wird diese erreicht?

C. Eine lebensgefiahrliche Menge des Wirkstoffs betragt 500 mg. Zeigen Sie,
dass diese bei taglicher Einnahme einer Tablette nie erreicht wird.

(b) Die Punkte A(0]4) und B(12|8) sind gegeben. Ein Punkt P(z|0),z > 0, befindet
sich irgendwo auf dem positiven Teil der x-Achse.

Die Vektoren AB und AP schliessen den Winkel © ein.

i. Fiir wieviele Punkte P wird das Dreieck AP B gleichschenklig? Berechnen Sie
einen solchen Punkt P!

ii. Berechnen Sie ohne Taschenrechner denjenigen Wert von z, fiir welchen der
Winkel ¢ 90° betragt.

iii. Zwei Schiiler stellen sich die folgende Frage: Welche Werte kann der Winkel ¢
annehmen?
Der eine sagt: ,,Das ist eine ganz einfache Trigonometrieaufgabe.*
Der andere meint: ,,Da muss man zwei Grenzwerte berechnen!*
Nehmen Sie Stellung dazu und beantworten Sie die Frage! (6P.)



