gymnasiumiiestal

Maturitatspriifungen 2010 — Mathematik schriftlich

Klasse 4A
Bemerkungen: Die Priifungsdauer betragt 4 Stunden.
Beginnen Sie jede Aufgabe mit einem neuen Blatt!
Hilfsmittel: Die von lhrem Lehrer bewilligten Taschenrechner und Formelsammlungen.

Punkteverteilung:

Der Rechner muss im Auslieferungszustand sein.

Sie dirfen Ihr Taschenrechnerhandbuch benutzen (keine Notizen darin!).
1 2 3 4 5 | Total
12 | 12 | 13 | 12 | 12 61

Aufgabe 1

Durch die Gleichung

x2 —2x + k

fielx) = 2x — 4

mit dem Parameter k € R ist eine Funktionenschar gegeben. Die Graphen dieser Schar seien
mit G, bezeichnet.

a)

b)

<)

d)

Bestimmen Sie die Pole und Asymptoten aller Funktionen f,. Beschreiben Sie die Lage
der Asymptoten der Graphen Gi. Gibt es einen Sonderfall? (“4P)
Bestimmen Sie alle k-Werte, bei denen der zugehérige Graph G, die x-Achse niemals
schneidet. are)
Bestimmen Sie die Anzahl und die Art der lokalen Extrempunkte von Gg in Abhangigkeit
von k. (3P)
Der Graph von f_3 schliesst im Il. Quadranten des Koordinatensystems mit den beiden
Koordinatenachsen eine Flache ein. Berechnen Sie den exakten Inhalt dieser Flache, ohne
den TR zu benltzen. ©@P)
Eine neue Funktionenschar hy sei definiert durch hx(x) = fi(x) — fo(x) mit k > 0 . Der

Graph von hg, die x-Achse und die Gerade x = 1 begrenzen eine Flache. Rotiert diese
Flache um die x-Achse, entsteht ein Rotationskorper.

Gibt es einen Wert von k, so dass das Volumen dieses Rotationskorpers 27 Volumenein-
heiten gross ist? @P)
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Aufgabe 2

Gegeben sind zwei Geraden g; und g» und eine Kugel K mit dem Radius R = 3 - v/26.

a)

b)

<)

d)

10 2 —12 4

grir=125 | +t-| 5 g:F=] =21 | +s-| 7

83 14 1 4
Beweisen Sie, ohne den Taschenrechner zu benutzen, dass sich g; und g, im Punkt
5(0]0]13) schneiden. @P)
Berechnen Sie, ohne den Taschenrechner zu benutzen, den Kosinus des spitzen Winkels
a, den g1 und g, einschliessen. ar)
Die Kugel K mit dem gegebenen Radius R soll beide Geraden g; und g» in ihrem Schnitt-
punkt S beriihren. Berechnen Sie die moglichen Mittelpunkte der Kugel. @P)
Wenn der Punkt M(13]25]44) der Mittelpunkt der Kugel K ist, sind g; und g> Tangenten

an diese Kugel. Beweisen Sie das fiir eine der beiden Geraden g; oder g».
Zeigen Sie auch, dass M in der von g; und go aufgespannten Ebene liegt. GP)
In der in d) beschriebenen Situation sei K die Inkugel eines geraden Kreiskegels mit der

Spitze S = g1 N g». Welche Bedeutung hat der in b) berechnete Winkel o fiir diesen
Kegel?

Beweisen Sie, dass eine der Ebenen mit der Gleichung 13x 4+ 25y +31z+ D = 0 den
Grundkreis dieses Kegels enthalt. Fiir welchen Wert von D ist dies der Fall? GP)

Aufgabe 3

Durch die Gleichung y = f4(x) = (x+a)-e™*, in welcher der Parameter a nur positive Werte
annehmen soll, ist eine Kurvenschar gegeben.

a)

Berechnen Sie fiir a = 3 die Schnittpunkte der Kurve mit den Koordinatenachsen, oh-
ne den Taschenrechner zu benutzen und berechnen Sie die Gleichung der Tangente im
Schnittpunkt der Kurve mit der x-Achse. @P)

Auf welcher Kurve liegen die Extremalpunkte der Kurven der Schar? ©@P)

Berechnen Sie a so, dass die Wendetangente der Kurven der Schar durch den Ursprung
geht. GP)

Bestimmen Sie, ohne den Taschenrechner zu benutzen, eine Stammfunktion von f;(x).

(3P)
Jede Kurve der Schar schliesst mit den Achsen des Koordinatensystems im ersten und
zweiten Quadranten je eine Flache ein.

Beschreiben Sie, wie sich die jeweiligen Flacheninhalte mit zunehmendem a verdandern und
vergleichen Sie die beiden Wachstumsprozesse.

Untersuchen Sie, ob es einen Wert von a gibt, so dass die beiden Flachen gleichen Inhalt
haben. GP)
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Aufgabe 4

Petra spielt mit lhren 7 Kameradinnen in einem Volleyball-Team. Patrick, der Freund von
Petra, spielt Fussball mit seinen Kollegen in einer Freizeitliga. Petra und Patrick laden lhre
Sportkollegen zu einem gemeinsamen “Spielabend” ein.

a) Als die geladenen Gaste von Petra und Patrick eingetroffen sind, begriissen sich alle
Anwesenden mit einem Fruchtcocktail, indem jeder mit jedem genau einmal anstosst.
Ingesamt hort man dabei die Glaser 190-mal klingen. Begriinden Sie, dass insgesamt 20
Personen an diesem Abend zusammengekommen sind. @ar)

b) Zunachst spielen alle Anwesenden ein Spiel, bei dem der Erstplazierte ein Buch, der Zweite
einen Kugelschreiber und der dritte Platz eine Tafel Schokolade gewinnen kann. Auf wie
viele Arten konnen die Preise auf die Anwesenden verteilt werden? ar)

c) Fiir das nachste Spiel soll eine Gruppe aus 2 Volleyballerinnen und 3 Fussballern gebildet
werden. Auf wie viele Arten ist dies moglich? (15P)

d) Nach den ersten Spielen schenkt Patrick in die 20 Becher véllig zufallig eine Getrankesorte
ein. Er kann sich dabei vom Orangensaft, vom Mineralwasser, der Cola, der Fanta oder von
der selbst gemachten Apfelschorle bedienen. Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat Patrick
genau diejenige Getranke-Kombination eingeschenkt, die es jedem Anwesenden erlaubt,
seine bevorzugte Sorte zu trinken? @P)

Zum Schluss konnen die Gaste an dem folgenden Gliicksspiel teilnehmen: Zwei Wiirfel werden
geworfen und die Summe der Augenzahlen wird betrachtet. Der Bankhalter zahlt dem Spieler
fiir die Augensumme 2 oder 12 das Zehnfache der geworfenen Augensumme in Rappen, fiir
die Augensumme 3 oder 11 das Fiinffache der Augensumme, fiir die Augensumme 4 oder
10 das Doppelte der Augensumme und in allen anderen Fallen die einfache Augensumme in
Rappen.

e) Sei die Zufallsgrosse X die Auszahlung in Rappen bei diesem Gliicksspiel. Geben Sie die
Wahrscheinlichkeitsverteilung von X an und berechnen Sie, welcher Einsatz das Wiirfel-
spiel zu einem fairen Spiel machen wiirde. (35P)

f) Jonas spielt das Spiel und bekommt 20 Rappen ausbezahlt. Mit welcher Wahrscheinlichkeit
wurde ein Pasch gewiirfelt (zwei gleiche Augenzahlen)? ar)

g) Die Bank verlangt als Einsatz 15 Rappen. Karin nimmt am Spiel teil. Sie wertet es als
Erfolg, wenn Sie bei einer Spielrunde mehr ausbezahlt bekommt als Sie einzahlen musste.
Wie gross ist die Erfolgswahrscheinlichkeit von Karin in einem einzelnen Spiel? apr)

h) Falls Sie die vorige Aufgabe nicht I6sen konnten, nehmen Sie eine sinnvolle Erfolgswahr-
scheinlichkeit selbst an.

Karin spielt das Spiel 20 Mal. Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat Karin dabei mindestens
10 Erfolge? ar)
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Aufgabe 5

Die folgenden Teilaufgaben sind voneinander unabhangig!

a) Auf welcher Kurve bewegt sich die Ecke D eines Quadrates ABCD (positiver Umlaufsinn),
dessen Ecke A im Ursprung liegt, und dessen Ecke B auf der Parabel (y —3)? = 6(x+1)
gleitet? @P)

b) Stellen Sie die Gleichung der Hyperbel auf, von der man die Asymptoten y = i%x und
eine Tangente t : 5x + 3y + 18 = 0 kennt. (“4P)

c) Gegeben ist die komplexe Abbildung

fz) = LI

i) Berechnen Sie f(i) und f(3—1/) ohne Einsatz des Taschenrechners (Zwischenschritte
miissen vorhanden sein). Geben Sie die Resultate in Normalform an. (15P)

ii) Berechnen Sie die Lésungen der Gleichung f(z) = z ohne die Verwendung des TR-
Befehls “csolve” . Geben sie die Resultate in Normalform an. @P)

iii) Zeigen Sie, dass f(f(z)) = z gilt. ©5P)

Viel Erfolg wiinschen lhnen Dennis Kriiger, Heinz Gertsch und Christian Freiburghaus
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